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Общая характеристика работы

Актуальность темы. Начало XXI-го века связано с резким ростом инте-
реса к такой области науки, как системная компьютерная биология (она же пост-
геномная биоинформатика). За последние два десятилетия накопились огромные
объёмы экспериментальных биологических данных. Увеличение вычислитель-
ных мощностей позволило вывести обработку и анализ этих данных на новый
уровень. Развитие средств разработки обеспечило возможность писать высоко-
производительные программные продукты для автоматизации анализа сложных
биологических систем. К сожалению, математический аппарат оказался не го-
тов предоставить основу для подобных расчётов. Поэтому на сегодняшний день
необходимо параллельно развивать соответствующее программное обеспечение
и сопутствующие математические методы.

Одним из наиболее актуальных направлений системной биологии в по-
следние годы стала теория генных сетей (см. [1]). Генная сеть — это комплекс
координировано функционирующих генов, обеспечивающих формирование раз-
личных фенотипических признаков организмов (молекулярных, биохимических,
физиологических, морфологических, поведенческих и т.д.). К основным состав-
ляющим генной сети относятся ДНК, РНК и белки. Реальные генные сети яв-
ляются очень сложными объектами, включающими в себя тысячи различных
элементов, проводить их полноценный анализ весьма затруднительно. В опреде-
лённых ситуациях при условии постоянства внешней среды в генной сети мож-
но выделить небольшие подсети, которые условно можно считать автономны-
ми. В основе функционирования таких сетей лежат биохимические процессы и
процессы переноса веществ и энергии. Нужно понимать, что практически невоз-
можно выписать полную систему реакций, протекающей в генной сети. Поэтому
разумно проводить изучение законов функционирования биологических систем
на некоторых искусственных конструкциях, которые отражают основные меха-
низмы регуляции. Такие конструкции часто называют искусственными регуля-
торными контурами генных сетей или гипотетическими генными сетями.

Для построения моделей генных сетей используется обобщённый
химико-кинетический метод (см. [2]). Основными исследуемыми характеристи-
ками являются концентрации полимеров, изменение которых описывается си-
стемами дифференциальных уравнений специального вида. При анализе особое
внимание уделяется стационарным точкам (которые соответствуют гомеоста-
зу организма) и периодическим траекториям (биоритмам), которые необходимо
найти и исследовать на устойчивость. Важно уметь не только определять ка-
чественные и количественные характеристики изучаемых систем для заданного
набора параметров, но и вычислять моменты, в которых происходят бифуркаци-
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онные явления (реорганизация механизмов функционирования биологической
системы).

Конечной целью исследования является детальное описание механизмов
регуляции экспрессии определённых белков. Результаты могут быть использова-
ны для широкого круга биотехнических и селекционно-генетических задач. На
сегодняшний день уровень наших познаний о генных сетях не позволяет полно-
ценно планировать генно-инженерные эксперименты, но дополнительное изуче-
ние этой области может дать широкие возможности для изменения различных
морфофизиологических и биохимических характеристик животных и растений.

Целью диссертации является изучение систем следующего вида:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
�̇�1 = 𝑓1(𝑥𝑛) − 𝛽1𝑥1,

�̇�2 = 𝑓2(𝑥1) − 𝛽2𝑥2,

. . .

�̇�𝑛 = 𝑓𝑛(𝑥𝑛−1) − 𝛽𝑛𝑥𝑛.

(1)

Системы вида (1) описывают такие генные сети, для которых целевые
вещества можно циклически упорядочить так, что скорость синтеза каждого
следующего вещества зависит только от концентрации предыдущего.

В некоторых случаях анализ системы (1) удаётся свести к анализу един-
ственного уравнения с запаздывающим аргументом:

�̇�(𝑡) = 𝑓(𝑥(𝑡− 𝜏))− 𝛽𝑥(𝑡), (2)

которое также само по себе используется при рассмотрении многих биологиче-
ских и физических моделей.

Для достижения поставленной цели решались следующие задачи:

1. Исследовать системы (1), (2) на предмет стационарных точек.

2. Исследовать системы (1), (2) на предмет циклических траекторий.

3. Вывести условия, определяющие качественные и количественные характе-
ристики систем (1), (2).

4. Разработать программный комплекс, способный выполнять моделирование
систем (1), (2).

Основные положения, выносимые на защиту:

1. Проведён анализ нелинейного уравнения с запаздывающим аргументом
(2), изучены происходящие бифуркации Андронова-Хопфа (теорема 1, лем-
ма 1), рассмотрены стационарные точки и периодические траектории, ис-
следованы вопросы устойчивости, выведена формула первого коэффициен-
та Ляпунова (теорема 2).
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2. Построена и изучена (леммы 3, 4, 5, 6, 7, 8) дискретная структура (граф
кластеров), которая сужает область поиска циклов системы (1).

3. Проведён анализ многомерной циклической динамической системы (1), вы-
ведены условия устойчивости стационарных точек (лемма 2), рассмотрен
метод 2 сведения этой системы к уравнению (2) (лемма 9).

4. Для рассматриваемых систем описано 4 метода поиска циклов: метод кла-
стеров 1 (таблица 1), метод свёртки 2 (теорема 3), метод подобия 3 (лемма
10), метод развёртки 4 (теорема 4).

5. Разработан программный комплекс Phase Portrait Analyzer, реализующий
получение качественных и количественных характеристик систем (1), (2).

Научная новизна. Доказан ряд теорем и лемм, описывающих диффе-
ренциальные уравнения с запаздывающим аргументом и многомерные систе-
мы дифференциальных уравнений специального вида. Полученные результаты
включают как развитие существующих исследований, так и полностью новые
результаты. Также разработано оригинальное программное обеспечение для ана-
лиза рассматриваемых систем.

Личный вклад автора. Результаты работы базируются на ряде фунда-
ментальных исследований. В работе [1] В.А. Лихошвай описывает метод 2 све-
дения многомерной системы к уравнению с запаздывающим аргументом для
поиска симметричных циклов. В настоящей работе была описана численная ре-
ализация данного метода, включённая в разработанный программный продукт.
В работе [3] Тереза Фарья описывает схему вычисления первого коэффициента
Ляпунова для уравнений с запаздывающим аргументом. Данная схема исполь-
зована при исследовании уравнения (2). Для анализа трёхмерных и пятимерных
систем вида (1) В.П. Голубятников предложил (см. [4, 5]) разбить окрестность
стационарной точки на 8 частей и 32 части соответственно, анализ поверхно-
стей которых использовался при поиске периодических траекторий. В насто-
ящей работе данные рассуждения были обобщены для многомерного случая,
дискретные построения получили название «граф кластеров», был установлен
ряд полезных свойств для данного графа.

Прочие результаты были получены автором самостоятельно. Программ-
ный комплекс Phase Portrait Analyzer также разрабатывался только автором.

Апробация работы. Основные результаты работы докладывались на
23 российских и международных конференциях: международная конференция
«The Bioinformatics Research and Education Workshop» (2013, Германия, г. Бер-
лин), международная конференция «Federation of European Biochemical Societies
CONGRESS Mechanisms in Biology» (2013, г. Санкт-Петербург), международная
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конференция «VI-th international conference Solitons, Collapses and Turbulence:
Achievements, Developments and Perspectives» (2012, г. Новосибирск), между-
народная конференция «The eighth international conference on bioinformatics of
genome regulation and structure systems biology» (2012, г. Новосибирск), меж-
дународная конференция «Математика. Компьютер. Образование» (2013, г. Пу-
щино), международная научная конференция студентов, аспирантов и молодых
учёных «Ломоносов» (2013, г. Москва), международная конференция «Диф-
ференциальные уравнения. Функциональные пространства. Теория приближе-
ний» (2013, г. Новосибирск), международная научно-практическая конферен-
ция студентов и молодых учёных «Современные техника и технологии» (2011,
2012, г. Томск), международная научная студенческая конференция «Студент и
научно-технический прогресс» (2010, 2011, 2012, г. Новосибирск), конферен-
ция «Дни геометрии в Новосибирске» (2011, г. Новосибирск), всероссийская
научно-техническая конференция студентов, аспирантов и молодых учёных «На-
ука и молодёжь» (2010, 2011, 2012, 2013, г .Барнаул), международная школа-
конференция «Биофизика сложных систем. Анализ и моделирование» (2013,
г. Пущино), международная молодёжная школа-конференция «Теория и числен-
ные методы решения обратных и некорректных задач» (2013, г. Новосибирск),
международная школа молодых учёных «Systems Biology and Bioinformatics»
(2012, г. Новосибирск), международная школа-семинар «Ломоносовские чтения
на Алтае» (2012, г. Барнаул), всероссийская молодёжная школа-семинар «Ана-
лиз, геометрия и топология» (2013, г. Барнаул).

На 8 семинарах: семинар профессора Р. Хофештадта (2013, Германия,
г. Билефельд, Университет Билефельда), Санкт-Петербургский семинар по ком-
пьютерной биологии CПбГПУ (2013, г. Санкт-Петербург), объединённый семи-
нар ИВМиМГ и кафедры вычислительной математики НГУ (2013, г. Новоси-
бирск), семинар «Избранные вопросы математического анализа» ИМ СО РАН
(2013, г. Новосибирск), семинар «Законы сохранения и инварианты» ИВТ СО
РАН (2013, г. Новосибирск), семинар Лаборатории обратных задач математиче-
ской физики ИМ СО РАН (2013, г. Новосибирск), краевой семинар по геометрии
и математическому моделированию АГУ (2013, г. Барнаул), расширенный семи-
нар кафедры прикладной математики АлтГТУ (2013, г. Барнаул).

Диссертационная работа была выполнена при поддержке РФФИ, грант
12-01-00074; стипендии Президента РФ для молодых учёных и аспирантов, СП-
561-2012.5.

Публикации. Основные результаты по теме диссертации изложены в 27
печатных изданиях [7–33], 4 из которых изданы в рецензируемых журналах из
списка ВАК [7–10], 8 — в прочих изданиях [11–18], 15 — в тезисах докладов
[19–33].
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Содержание работы

Диссертация состоит из введения, четырёх глав, заключения и двух при-
ложений. Полный объем диссертации составляет 150 страниц с 51 рисунком
и 3 таблицами. Список литературы содержит 116 наименований.

Во введении обосновывается актуальность выбранной темы, излагаются
цели и краткое содержание диссертационной работы. Формулируются основные
положения, выносимые на защиту.

В главе 1 рассматриваются дифференциальные уравнения с запаздываю-
щим аргументом следующего вида:

�̇�(𝑡) = 𝑓(𝑥(𝑡− 𝜏)) + 𝑔(𝑥(𝑡)). (3)

Уравнения данного типа широко используются при анализе ряда биологиче-
ских и физических моделей. Интересным феноменом в теории динамических
систем является явление бифуркации — момент качественного изменения фа-
зового портрета системы в зависимости от изменения одного или нескольких
параметров (см. [3,6]). Одной из наиболее часто встречающихся бифуркаций яв-
ляется бифуркация Андронова-Хопфа. Она происходит, когда пара комплексно-
сопряжённых собственных значений матрицы линеаризации некоторой стаци-
онарной точки проходит через мнимую ось — в этот момент рождается или
исчезает некоторый предельный цикл.

Для уравнений без запаздываний бифуркация Андронова-Хопфа детально
изучена. Однако, в реальных системах обычно имеют место некоторые задержки
— физические и биологические процессы не могут происходить мгновенно. Тео-
рия уравнения с запаздывающим аргументом для бифуркации Андронова-Хопфа
заметно сложнее классического варианта и требует отдельного рассмотрения.

В данной главе исследуется появление бифуркационных циклов
Андронова-Хопфа в окрестности стационарных точек уравнений вида (3): фор-
мулируются условия существования бифуркации, выводятся бифуркационные
значения, анализируются бифуркационные циклы на устойчивость. Также рас-
сматриваются несколько полезных приёмов изучения уравнений с запаздывани-
ем.

Для некоторой найденной стационарной точки �̃� функции 𝑓 и 𝑔 счита-
ются достаточно гладкими в её окрестности, и для их производных вводятся
обозначения: 𝑓𝑗 = 𝑓 (𝑗)(�̃�), 𝑔𝑗 = 𝑔(𝑗)(�̃�), 𝑗 ∈ N. Формулируются и доказываются
следующие утверждения:

Теорема 1. В уравнении (3) возникает серия бифуркаций Андронова-Хопфа при
𝜏 ∈ {𝜏 *𝑘}, где

𝜏 *𝑘 = 𝜏 * + 𝑘𝑇 *, 𝜏 * =
arccos(−𝑔1/𝑓1)√︀

𝑓 2
1 − 𝑔21

,
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в каждой из которых рождается предельный цикл. Периоды всех бифуркацион-
ных циклов равны и находятся из выражения

𝑇 * = lim
𝜏→𝜏*+0

2𝜋√︀
𝑓 2
1 − 𝑔21

.

Лемма 1. Если 𝑓1 и 𝑔1 имеют одинаковый знак, то 2𝜏 * 6 𝑇 * 6 4𝜏 *, а если
разный, то 2𝜏 * 6 𝑇 *.

Устойчивость бифуркационного цикла анализируется с помощью первого
коэффициента Ляпунова (см. [6]): отрицательное значение соответствует устой-
чивому циклу, а положительное — неустойчивому. Формулируется и доказыва-
ется следующая теорема для поиска первого коэффициента Ляпунова:

Теорема 2. Первый коэффициент Ляпунова уравнения (3) можно найти по фор-
муле

𝑙1 =
1

2𝜔2
Re(𝑖𝑐20𝑐11 + 𝜔𝑐21),

где

𝑐20 = Ψ1(0)ℎ20, 𝑐11 = Ψ1(0)ℎ11, 𝑐21 = Ψ1(0)ℎ21, Ψ1(0) =
1− (𝑔1 + 𝑖𝜔)𝜏

(1− 𝜏𝑔1)2 + 𝜔2𝜏 2
,

где

ℎ20 = 𝑓2𝑒
−2𝜔𝑖𝜏 + 𝑔2,

ℎ11 = 𝑓2 + 𝑔2,

ℎ21 = 𝑓2(2𝑤11(−𝜏)𝑒−𝑖𝜔𝜏 + 𝑤20(−𝜏)𝑒𝑖𝜔𝜏) + 𝑔2(2𝑤11(0) + 𝑤20(0))+

+ 𝑓3𝑒
−𝑖𝜔𝜏 + 𝑔3,

где 𝑤11(0), 𝑤11(−𝜏), 𝑤20(0), 𝑤20(−𝜏) находятся из:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
(−𝑒2𝑖𝜔𝜏)𝑤20(−𝜏) + 𝑤20(0) =

𝑖𝑐20
𝑤

(1− 𝑒𝑖𝜔𝜏) +
𝑖𝑐02
3𝜔

(1− 𝑒3𝑖𝜔𝜏),

𝑓1𝑤20(−𝜏) + (𝑔1 − 2𝑖𝜔)𝑤20(0) = 𝑐20 + 𝑐02 − ℎ20,

−𝑤11(−𝜏) + 𝑤11(0) =
𝑖𝑐11
𝑤

(𝑒−𝑖𝜔𝜏 − 1)− 𝑖𝑐11
𝜔

(𝑒𝑖𝜔𝜏 − 1),

𝑓1𝑤11(−𝜏) + 𝑔1𝑤11(0) = 𝑐11 + 𝑐11 − ℎ11.

В конце главы формулируются некоторые подходы, которые могут быть
полезны при анализе изучаемого уравнения; проводится систематизация полу-
ченных результатов (таблица 1); делается обзор различных исследований, содер-
жащих в себе изучаемые дифференциальные уравнения. Большое значение для
последующих рассуждений имеет «приведённый вид» уравнения (3) с выпол-
ненной нормализацией запаздывания:

�̇�𝑟(𝑡𝑟) = 𝜏
(︀
𝑓(𝑥𝑟(𝑡𝑟 − 1)) + 𝑔(𝑥𝑟(𝑡𝑟))

)︀
. (4)
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В главе 2 изучаются многомерные циклические системы дифференци-
альных уравнений следующего вида:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

�̇�1 = 𝑓1(𝑥𝑛)− 𝛽1𝑥1,

�̇�2 = 𝑓2(𝑥1)− 𝛽2𝑥2,

. . .

�̇�𝑛 = 𝑓𝑛(𝑥𝑛−1)− 𝛽𝑛𝑥𝑛,

(5)

Для стационарных точек данной системы выводится условие устойчивости в
зависимости от дополнительного вводимого свойства — чётности точки:

Лемма 2. Устойчивость стационарной точки определяется следующим выра-
жением: {︃

ϒ < 1, для Ψ > 0 (чётная точка),

ϒ < 1/ cos(𝜋/𝑛), для Ψ < 0 (нечётная точка),

где

Ψ =
𝜕𝑓1
𝜕𝑥𝑛

𝜕𝑓2
𝜕𝑥1

𝜕𝑓3
𝜕𝑥2

. . .
𝜕𝑓𝑛
𝜕𝑥𝑛−1

, ϒ = 𝑛

√︁
|Ψ|.

В окрестности стационарной точки рассматриваются дискретные постро-
ения под названием граф кластеров. Данный граф используется в дальнейших
исследованиях с целью локализации положения циклов и их бассейнов притя-
жения. Знание номеров кластеров, участвующих в образовании циклов в графе,
позволяет уточнить области фазового пространства, в которых располагается
цикл в исходной динамической системе.

Пусть для некоторой стационарной точки �̃� имеется некоторая инвари-
антная окрестность ℐ , которая отвечает следующим условиям:

Условие 1. Векторное поле, определяемое системой (5), по всей поверхности ℐ
направлено к стационарной точке, т.е. траектории могут только входить в
инвариантную окрестность ℐ и не могут из неё выходить.

Условие 2. Окрестность ℐ не содержит точек экстремума функций 𝑓𝑖, т.е.
для любой точки 𝑥 ∈ ℐ по любой координате 𝑥𝑖 выполняется 𝜕𝑓𝑖

𝜕𝑥𝑖−1
(𝑥𝑖−1) ̸= 0.

Назовём кластером 𝑄𝜀1𝜀2...𝜀𝑛 (𝜀 — двоичный 𝑛-мерный вектор, 𝜀𝑖 ∈
{0, 1}) часть окрестности ℐ в которой: 𝑥𝑖 6 �̃�𝑖, если 𝜀𝑖 = 0; 𝑥𝑖 > �̃�𝑖, если 𝜀𝑖 = 1.
Будем говорить, что кластеры граничат по 𝑖-ой грани, если их бинарные векто-
ры различаются только в 𝑖-ой компоненте. Показывается, что внутри отдельно
взятого кластера цикл появится не может, а на их границе между двумя кластера-
ми векторное поле во всех точках направлено в одну и ту же сторону. Составим
граф, вершины которого соответствуют кластерам, а ребра — переходам вдоль
векторного поля между их граничащими гранями. Будем называть потенциалом
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вершины построенного графа её исходящую степень. Потенциальным уровнем
будем называть множество кластеров с одинаковым потенциалом.

Цикл векторного поля в окрестности стационарной точки может суще-
ствовать только при наличии соответствующего цикла в графе кластеров. По-
этому имеет смысл формализовать структуру этого графа. Топология графа опи-
сывается следующими леммами:

Лемма 3. Переходы между кластерами описываются следующими схемами.
Для 𝜕𝑓𝑡

𝜕𝑥𝑡−1
< 0 : 00 → 01, 11 → 10. Для 𝜕𝑓𝑡

𝜕𝑥𝑡−1
> 0 : 01 → 00, 10 → 11.

Здесь кластеры обозначаются парой бинарных индексов 𝑡 − 1 и 𝑡, стрелки по-
казывают направление соответствующего ребра.

Лемма 4. При переходе из одного кластера в другой потенциал либо не меня-
ется, либо уменьшается на 2.

Лемма 5. В рамках одной системы потенциалы всех кластеров обладают оди-
наковой чётностью.

Лемма 6. Чётность потенциалов кластеров системы совпадает с чётностью
стационарной точки.

Лемма 7. В пределах фиксированной размерности пространства 𝑛 графы кла-
стеров стационарных точек одной чётности изоморфны друг другу.

Лемма 8. Количество вершин на 𝑝-ом потенциальном уровне определяется вы-
ражением 2𝐶𝑝

𝑛.

Граф кластеров примечателен тем, что значительно сужает область по-
иска циклов. Заметим, что каждый существующий цикл принадлежит строго
одному потенциальному уровню, так как по лемме 4 траектория может либо
оставаться в текущем потенциальном уровне, либо опускаться на более низ-
кие. Поэтому имеет смысл говорить о существовании циклов на том или ином
уровне; при нахождении нового цикла для его качественного описания нам необ-
ходимо знать потенциальный уровень, на котором он находится. В работе [5]
проводится подробное доказательство существования цикла на первом потенци-
альном уровне для нечётной гиперболической стационарной точки через теоре-
му Брауэра. На основе этих рассуждений сформулируем метод поиска циклов в
рассматриваемых динамических системах:

Метод поиска циклов 1 (Метод кластеров). Если стационарная точка является
гиперболической, а в соответствующем графе кластеров существует цикл, то
после анализа дополнительных условий можно показать, что в соответству-
ющей геометрической области исходной динамической системы существует
цикл.
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Пример графа для 3-мерной системы приведён на рисунке 1, для гипербо-
лической стационарной точки можно доказать существование цикла на первом
потенциальном уровне.

Рис. 1: Пример графа кластеров для 3-мерной системы

Также рассматривается симметричная система вида:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
�̇�1 = 𝐹 (𝑥1, 𝑥𝑛, 𝑥𝑛−1, . . . , 𝑥2),

�̇�2 = 𝐹 (𝑥2, 𝑥1, 𝑥𝑛, . . . , 𝑥3),

. . .

�̇�𝑛 = 𝐹 (𝑥𝑛, 𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛−2, . . . , 𝑥1).

(6)

Формулируются и доказываются следующие утверждения:

Лемма 9. Для симметричного цикла системы (6) с периодом 𝑇 выполняется
условие сдвига:

𝑥𝑖(𝑡−
𝑝

𝑛
𝑇 ) = 𝑥𝑖−1(𝑡), 𝑖 = 1, 𝑛, 𝑝 ∈ {0, 1, . . . , 𝑛− 1}. (7)

Теорема 3. Существует уравнение с фиксированными запаздывающими аргу-
ментами, обладающее множеством циклов, взаимно однозначно соответству-
ющим множеству симметричных циклов системы (5).

Таким образом, задача поиска симметричных циклов системы (6) сво-
дится к поиску циклов уравнения с запаздыванием фиксированного периода.
Сформулируем соответствующий метод (основа метода взята из [1]):

Метод поиска циклов 2 (Метод свёртки). Если для симметричной системы
(6) удалось построить график зависимости соответствующего приведённого
запаздывающего уравнения (4) от 𝜏 , то условие 𝑇𝑟 = 𝑛

𝑝 будет определять всё
множество симметричных циклов системы.

В главе 3 полученные результаты применяются к системам хилловского
типа, которые активно используются при аппроксимации биологических про-
цессов. В систему (5) подставляется функция Хилла 𝑓 :

�̇�𝑖 = 𝑓(𝑥𝑖−1)− 𝛽𝑥𝑖, 𝑓(𝑥) =
𝛼

1 + 𝑥𝛾
. (8)
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Для явно заданного типа функции выписываются различные свойства, которые
позволяют усилить ранее приведённые общие рассуждения. Описываются ха-
рактеристики распределения стационарных точек в зависимости от чётности
размерности пространства, алгоритм поиска симметричных циклов адаптирует-
ся к системам вида (8). Графическая иллюстрация зависимости 𝑇𝑟 от параметров
системы приведена на рисунке 2.

Рис. 2: Зависимость 𝑇𝑟 от параметров 𝛼, 𝛽, 𝜏

Формулируются и доказываются дополнительные свойства систем хил-
ловского типа, приводятся два дополнительных метода поиска циклов (системы
задаются четвёрткой параметров ⟨𝑛, 𝛼, 𝛽, 𝛾⟩ — размерностью пространства и па-
раметрами из (8)):

Лемма 10. Множества симметричных циклов систем ⟨𝑛, 𝛼1, 𝛽1, 𝛾⟩ и
⟨𝑛, 𝛼2, 𝛽2, 𝛾⟩ для которых выполняется условие

𝛼1

𝛽1
=

𝛼2

𝛽2
(9)

взаимно однозначно соответствуют друг другу, причём одиночные переменные
соответствующих циклов описывают идентичные траектории с точностью
до фазы.

Метод поиска циклов 3 (Метод подобия). Если для системы ⟨𝑛, 𝛼, 𝛽, 𝛾⟩ найден
цикл, то для системы ⟨𝑛, 𝛼𝑘, 𝛽𝑘, 𝛾⟩ (𝑘 ∈ R+) также можно получить соот-
ветствующий цикл по лемме 10.

Теорема 4. Симметричные циклы системы ⟨𝑛, 𝛼, 𝛽, 𝛾⟩ отображаются на цик-
лы системы ⟨𝑛𝑘, 𝛼, 𝛽, 𝛾⟩ (𝑘 ∈ N), причём каждый цикл второй системы можно
получить из цикла первой системы повторением вектора координат 𝑘 раз.
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Метод поиска циклов 4 (Метод развёртки). Если для системы ⟨𝑛, 𝛼, 𝛽, 𝛾⟩ най-
ден цикл, то для системы ⟨𝑛𝑘, 𝛼, 𝛽, 𝛾⟩ (𝑘 ∈ N) можно получить соответству-
ющий цикл по теореме 4. Данную операцию будем называть развёртыванием
цикла.

В конце главы описывается прикладное значение полученных результатов
и биологическая интерпретация параметров системы.

В главе 4 описывается программный комплекс Phase Portrait Analyzer,
который был разработан в рамках настоящей работы для численного моделиро-
вания изучаемых процессов. Визуальная часть разработана на платформе .NET,
она включает в себя гибкий интерфейс для формирования целевых систем, дву-
мерные и трёхмерные интерактивные визуализации, графики различных пара-
метров, форматированные отчёты, диспетчеризацию пользовательских команд.
Математическое ядро программного продукта разработано на языке R, кото-
рый представляет собой открытую кроссплатформенную среду для математи-
ческих вычислений с открытым программным кодом. Для численного решения
систем дифференциальных уравнений используется алгоритм lsoda, разработан-
ный в Ливерморской национальной лаборатории, который способен автоматиче-
ски адаптировать параметры алгоритма в ходе моделирования и переключаться
между жёсткими и нежёсткими задачами.

В заключении кратко приводятся основные результаты работы, перечис-
ляются доказанные теоремы, леммы и полученные алгоритмы поиска циклов.

В приложении А приводятся примеры изучаемых систем хилловского
типа с подробным описанием качественных и количественных характеристик,
включая расчётные значения, графики параметров и проекции найденных цик-
лов на различные плоскости (пример приведён на рисунке 3).

Рис. 3: Конфигурации циклов 105-мерной системы, проекция на плоскость собственных

векторов

В приложении В приводятся листинги кода на языке R для ряда прово-
димых численных экспериментов.
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